ALGEBRA

1. WwYKEAD 18.05.2020

Na poprzednim wyktadzie dowiedzieliSmy sie ze, dla jesli liczba g jest potega liczby pierw-
szej, to istnieje dokladnie jedno g-elementowe cialo. Cialo takie oznaczamy GF(q) i nazywamy
g-elementowym ciatem Galois.

Jesli K jest cialem skoniczonym, f(j) € K|[j] wielomianem stopnia n + 1 nierozkladalnym
w K[j] to mozemy zdefiniowaé ciato K (j).

K(j) ={f € K[j] : st(j) <n}
7 dzialaniami:

h-g = h(j)g(j)( mod £(j))

gdzie h = h(j),g = g(j) € Kl[j].
Przyktad 1.1. Wielomian i2 + 1 jest nierozktadalny w R[i]. Zatem R(i) = {a + bi : a,b € R}
z dziataniami dodawania i mnozenia modulo wielomian 2 4 1 jest cialem.

Policzmy:

(a+bi) + (c+di) = (a+c¢) + (b+ d)i,
(a+bi) - (c 4 di) = (a + bi)(c + di)( mod j) = (ac+ (ad + be)i + bdi*)( mod j) =
(ac + (ad + be)i + bdi® 4 bd — bd)( mod j) = (ac + (ad + be)i + —bd)
= (ac — bd) + (ad + be)i

Zatem jest to ciato liczb zespolonych.
Przyktad 1.2. Wielomian 53+ j + 1 jest nierozkladalny w Zs[z]. Wiec Zs[j] = {aj? +bj +c:
a,b,c € Z3} z dziataniami dodawania i mnozenia modulo wielomian j3 + j + 1 jest cialem.

Przyktadowe obliczenia:

A+ +5%) =G +72+77+5)(mod 5° +j+1) = (57 +j + 1+ 1)(mod j° +j +1) =1,
wiec

(A+4)" =5+5%
Uwaga 1.3. Niech K cialo oraz f(j) € K|j| wielomian nierozkladalny w K[j]. Do wyzna-
czania elementu odwrotnego do h € K(j) mozemy postuzyé¢ sie rozszerzonym algorytmem

Euklidesa dla wielomianéw. Szukamy g € K(j) takiego ze, h - g = 1, zatem mnozac hi g w
pierScieniu wielomianéw K[j] (tzn. bez dzielenia z reszta) otrzymujemy:

h-g=1+4+f-w,
dla pewnego w € KJz|. Element g otrzymujemy rozwiazujac za pomoca rozszerzonego algo-
rytmu Euklidesa réwnanie:

h-g+f - w=1.
Réwnanie ma rozwiazanie poniewaz nierozktadalny f i nizszy od niego stopniem g sg wzglednie
pierwsze.

Na poprzednim wyktadzie dowiedzieliSmy sie réwniez ze, grupa multiplikatywna (K \ {0}, )

ciala skonczonego jest cykliczna.
Definicja 1.4. Niech K cialo skoniczone. Generator grupy cyklicznej (K \ {0}, ) nazywamy

elementem pierwotnym ciata K.
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2 ALGEBRA

2. CIALA ALGEBRAICZNIE DOMKNIETE

Definicja 2.1. Cialo K nazywamy algebraicznie domknietym, gdy kazdy wielomian f € K|x]
ma pierwiastek w ciele K.

Przyktad 2.2. Cialo liczb zespolonych jest algebraicznie domkniete.

Twierdzenie 2.3. Dla dowolnego ciata K istnieje cialo L algebraicznie domkniete i takie ze,
KCL.
Dowdd. Dla kazdego wielomianu f € K[z] tworzymy zmienng x¢. Niech I ideal maksymalny
pierscienia K|[(z7)rex(s]] zawierajacy zbiér {f(zy) : f € K[z]}. Pierscien ilorazowy Klz|/I
jest cialem zawierajacym podcialo K (dokladniej izomorficzne z K) w ktérym kazdy wielomian
f € Klx] ma pierwiastek, f(zy) = 0.

Niech Ko = K oraz dla ¢ > 0 niech K, cialo zawierajace K; w ktérym kazdy wielomian
f € K;[x] ma pierwiastek.

Wtedy L = U;en Ki jest cialem algebraicznie domknietym zawierajacym K. Jesli bowiem
f € L[z] to istnieje ¢ € N takie ze, f € K;[z] wtedy f ma pierwiastek w K;y1 C L. O
Definicja 2.4. Niech K C L ciata. Element a € L nazywamy elementem algebraicznym nad
K gdy istnieje wielomian f(x) € K|x] taki ze, f(a) =0
Przyktad 2.5. (1) liczba v/3 € R jest elementem algebraicznym nad cialem liczb wy-

miernych Q poniewaz jest pierwiastkiem wielomianu f(z) = 22 — 3.
(2) liczba rzeczywista 7 nie jest algebraiczna nad QQ (uzasadnienie nie jest latwe).

Definicja 2.6. Niech K C L ciala. Jedli kazdy element ciala L jest algebraiczny to méwimy,
ze rozszerzenie K C L jest algebraiczne.

Przyktad 2.7. (1) Rozszerzenie RC jest algebraiczne. Liczba zespolona a + bi jest pier-
wiastkiem wielomianu f(z) = (x — a)? + b.
(2)
Q(V3) ={a+bv2:a,beQ}

jest algebraicznym rozszerzeniem liczb wymiernych.
(3) rozszerzenie Q C R nie jest algebraiczne bo, liczba 7 nie jest algebraiczna nad Q.

Przyktad 2.8. Jedli cialo L jest skonczone, n- elementowe to rozszerzenie K C L jest alge-
braiczne, kazdy element a € L jest pierwiastkiem wielomianu f(z) = 2"~ ! — 1.

Jesli K C L ciala to cialo L mozemy traktowaé jako przestrzen liniows nad ciatem K.

Definicja 2.9. Niech K C L ciala. Stopniem rozszerzenia K C L nazywamy wymiar prze-
strzeni liniowej L nad cialem K. Stopien rozszerzenia K C L oznaczamy [L : K].

Przyktad 2.10. Stopien rozszerzenia R C C jest réwny

R:C]=2
bo, zbiér {1,i} stanowi baze przestrzeni liniowej liczb zespolonych C nad ciatem liczb rzeczy-
wistych R.

Twierdzenie 2.11. Niech K C L ciata oraz a € L. Element a jest algebraiczny nad ciatlem
K wtedy i tylko wtedy gdy stopien rozszerzenia [K (a) : K| jest skoficzony.

Dowdd. Jedli [K(a) : K] = n to zbiér {1,a,a?,...,a"} jako zbiér mocy wigkszej niz wymiar
jest liniowo zalezny. Zatem istnieja liczby ko, k1, ko, . . ., k, takie ze,

ko + kia + koa® + .. kpa™ = 0
wiec a jest pierwiastkiem wielomianu
f(x) =ko+ kix + kox® + ... kya™ € K|x].

Wiec a jest elementem algebraicznym nad ciatem K. O



ALGEBRA 3

3. ROZSZERZENIA SKONCZONE.

Definicja 3.1. Rozszerzenie K C L nazywamy skonczonym, gdy jego stopien [L : K| jest
skonczony.

Przyktad 3.2. Rozszerzenie R C C jest skonczone bo:
R:C]=2.
Twierdzenie 3.3. Kazde rozszerzenie skoficzone jest algebraiczne.

Dowdéd. Niech K C L rozszerzenie skonczone oraz niech a € L. Wtedy
[K(a): K] <|[L: K] < oo,

poniewaz K (a) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni liniowej L. Na mocy poprzedniego
twierdzenia element a jest algebraiczny, wiec rozszerzenie K C L jest algebraiczne. O

Twierdzenie 3.4. Niech K C K7 C K> ciala. Rozszerzenie K C Ky jest skonczone wtedy i
tylko wtedy gdy skonczone sg oba rozszerzenia K C K; i K1 C Ko.

Dowdéd. (—) To ze rozszerzenie K C K5 jest skonczone oznacza, ze wymiar przestrzeni liniowej
K5 nad cialem K wynosi n dla pewnej liczby naturalnej n. Czyli istnieja a1, as, . . ., a, elementy
K, takie ze dla dowolnego b € K5 istnieja ki, ko, ...k, takie ze, b = > k; - a;. Ale k; sa takze
elementami ciala Ky wiec wymiar przestrzeni Ko nad cialem K jest nie wiekszy niz n wiec
takze skonczony.

Wymiar podprzestrzeni K jest mniejszy od wymiaru przestrzeni Ko, zatem takze skonczo-
ny.

(«) Niech K C K; i K1 C Ky rozszerzenia skonczone, [Ky : K1) =n i K; : K] = m. Niech
{a1,a2,...,a,} baza Ky nad K; i{b1,bs,...,b,} baza Ki nad K. Wtedy (a; - b;j)i<n,j<m baza
Ky nad K. Zatem zachodzi [K5 : K| = mn i rozszerzenie jest skoniczone. (]

Przyklad 3.5. Niech a € C pierwiastek wielomianu
V2 4+ V3z + 3723 + 2V/7a°

Istnieje wielomian f(x) o wspétezynnikach catkowitych taki ze, f(a) = 0.

Whniosek 3.6. Niech K C L ciata.
Zbior Kqig(L) = {a € L : a jest elementem algebraicznym nad K} jest podciatem ciata L.

Dowdd. Niech a,b € Kq4(L), nalezy pokazac, ze a—b,a-b,a™' € Kq4(L). Rozwazmy K (a,b)
podciato ciala L zawierajace K i elementy a,b. Poniewaz a jest elementem algebraicznym
nad K to K C K(a) jest rozszerzeniem skonczonym. Réwniez rozszerzenie K (a) C K(a,b) =
(K(a))(b) jest skonczone. Na mocy poprzedniego twierdzenia rozszerzenie K C K(a,b) jest
skoficzone, wiec algebraiczne. Zatem jego elementy a — b,a - b,a™! € Ka4(L) sa algebraiczne
nad K. ([

Definicja 3.7. Niech K C L ciala i L cialo algebraicznie domkniete. Kg4(L) nazywamy
algebraicznym domknigciem ciata K w ciele L.

Kolejne twierdzenie pokazuje ze, algebraiczne domkniecie ciala K zalezy jedynie od ciata
K i nazywamy je algebraicznym domknigciem ciata K. Algebraiczne domknigcie oznaczamy
K.

Twierdzenie 3.8. Niech K C L, L’ ciala, gdzie L i L’ ciala algebraiczne domkniecie. Wtedy
ciata Kgg(L) Kqig(L') sa izomorficzne.
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