
ALGEBRA

1. wykład 18.05.2020

Na poprzednim wykładzie dowiedzieliśmy się że, dla jeśli liczba q jest potęgą liczby pierw-
szej, to istnieje dokładnie jedno q-elementowe ciało. Ciało takie oznaczamy GF (q) i nazywamy
q-elementowym ciałem Galois.

Jeśli K jest ciałem skończonym, f(j) ∈ K[j] wielomianem stopnia n + 1 nierozkładalnym
w K[j] to możemy zdefiniować ciało K(j).

K(j) = {f ∈ K[j] : st(j) ¬ n}
z działaniami:

h · g = h(j)g(j)( mod f(j))
h+ g = (h(j) + g(j)),

gdzie h = h(j), g = g(j) ∈ K[j].

Przykład 1.1. Wielomian i2 + 1 jest nierozkładalny w R[i]. Zatem R(i) = {a+ bi : a, b ∈ R}
z działaniami dodawania i mnożenia modulo wielomian i2 + 1 jest ciałem.

Policzmy:
(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi) · (c+ di) = (a+ bi)(c+ di)( mod j) = (ac+ (ad+ bc)i+ bdi2)( mod j) =
(ac+ (ad+ bc)i+ bdi2 + bd− bd)( mod j) = (ac+ (ad+ bc)i+−bd)

= (ac− bd) + (ad+ bc)i
Zatem jest to ciało liczb zespolonych.

Przykład 1.2. Wielomian j3+ j+ 1 jest nierozkładalny w Z2[x]. Więc Z2[j] = {aj2+ bj+ c :
a, b, c ∈ Z2} z działaniami dodawania i mnożenia modulo wielomian j3 + j + 1 jest ciałem.

Przykładowe obliczenia:

(1 + j)(j + j2) = (j3 + j2 + j2 + j)(mod j3 + j + 1) = (j3 + j + 1 + 1)(mod j3 + j + 1) = 1,

więc
(1 + j)−1 = j + j2.

Uwaga 1.3. Niech K ciało oraz f(j) ∈ K[j] wielomian nierozkładalny w K[j]. Do wyzna-
czania elementu odwrotnego do h ∈ K(j) możemy posłużyć się rozszerzonym algorytmem
Euklidesa dla wielomianów. Szukamy g ∈ K(j) takiego że, h · g = 1, zatem mnożąc h i g w
pierścieniu wielomianów K[j] (tzn. bez dzielenia z resztą) otrzymujemy:

h · g = 1 + f · w,
dla pewnego w ∈ K[x]. Element g otrzymujemy rozwiązując za pomocą rozszerzonego algo-
rytmu Euklidesa równanie:

h · g + f · w = 1.
Równanie ma rozwiązanie ponieważ nierozkładalny f i niższy od niego stopniem g są względnie
pierwsze.

Na poprzednim wykładzie dowiedzieliśmy się również że, grupa multiplikatywna (K \{0}, ·)
ciała skończonego jest cykliczna.

Definicja 1.4. Niech K ciało skończone. Generator grupy cyklicznej (K \ {0}, ·) nazywamy
elementem pierwotnym ciała K.
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2 ALGEBRA

2. Ciała algebraicznie domknięte

Definicja 2.1. Ciało K nazywamy algebraicznie domkniętym, gdy każdy wielomian f ∈ K[x]
ma pierwiastek w ciele K.

Przykład 2.2. Ciało liczb zespolonych jest algebraicznie domknięte.

Twierdzenie 2.3. Dla dowolnego ciała K istnieje ciało L algebraicznie domknięte i takie że,
K ⊆ L.

Dowód. Dla każdego wielomianu f ∈ K[x] tworzymy zmienną xf . Niech I ideał maksymalny
pierścienia K[(xf )f∈K[x]] zawierający zbiór {f(xf ) : f ∈ K[x]}. Pierścień ilorazowy K[x]/I
jest ciałem zawierającym podciało K (dokładniej izomorficzne z K) w którym każdy wielomian
f ∈ K[x] ma pierwiastek, f(xf ) = 0.

Niech K0 = K oraz dla i ­ 0 niech Ki+1 ciało zawierające Ki w którym każdy wielomian
f ∈ Ki[x] ma pierwiastek.

Wtedy L =
⋃
i∈NKi jest ciałem algebraicznie domkniętym zawierającym K. Jeśli bowiem

f ∈ L[x] to istnieje i ∈ N takie że, f ∈ Ki[x] wtedy f ma pierwiastek w Ki+1 ⊆ L. �

Definicja 2.4. Niech K ⊆ L ciała. Element a ∈ L nazywamy elementem algebraicznym nad
K gdy istnieje wielomian f(x) ∈ K[x] taki że, f(a) = 0

Przykład 2.5. (1) liczba
√

3 ∈ R jest elementem algebraicznym nad ciałem liczb wy-
miernych Q ponieważ jest pierwiastkiem wielomianu f(x) = x2 − 3.

(2) liczba rzeczywista π nie jest algebraiczna nad Q (uzasadnienie nie jest łatwe).

Definicja 2.6. Niech K ⊆ L ciała. Jeśli każdy element ciała L jest algebraiczny to mówimy,
że rozszerzenie K ⊆ L jest algebraiczne.

Przykład 2.7. (1) Rozszerzenie RC jest algebraiczne. Liczba zespolona a + bi jest pier-
wiastkiem wielomianu f(x) = (x− a)2 + b.

(2)
Q(
√

3) = {a+ b
√

2 : a, b ∈ Q}
jest algebraicznym rozszerzeniem liczb wymiernych.

(3) rozszerzenie Q ⊆ R nie jest algebraiczne bo, liczba π nie jest algebraiczna nad Q.

Przykład 2.8. Jeśli ciało L jest skończone, n- elementowe to rozszerzenie K ⊆ L jest alge-
braiczne, każdy element a ∈ L jest pierwiastkiem wielomianu f(x) = xn−1 − 1.

Jeśli K ⊆ L ciała to ciało L możemy traktować jako przestrzeń liniową nad ciałem K.

Definicja 2.9. Niech K ⊆ L ciała. Stopniem rozszerzenia K ⊆ L nazywamy wymiar prze-
strzeni liniowej L nad ciałem K. Stopień rozszerzenia K ⊆ L oznaczamy [L : K].

Przykład 2.10. Stopień rozszerzenia R ⊆ C jest równy

[R : C] = 2

bo, zbiór {1, i} stanowi bazę przestrzeni liniowej liczb zespolonych C nad ciałem liczb rzeczy-
wistych R.

Twierdzenie 2.11. Niech K ⊆ L ciała oraz a ∈ L. Element a jest algebraiczny nad ciałem
K wtedy i tylko wtedy gdy stopień rozszerzenia [K(a) : K] jest skończony.

Dowód. Jeśli [K(a) : K] = n to zbiór {1, a, a2, . . . , an} jako zbiór mocy większej niż wymiar
jest liniowo zależny. Zatem istnieją liczby k0, k1, k2, . . . , kn takie że,

k0 + k1a+ k2a
2 + . . . kna

n = 0

wiec a jest pierwiastkiem wielomianu

f(x) = k0 + k1x+ k2x
2 + . . . knx

n ∈ K[x].

Więc a jest elementem algebraicznym nad ciałem K. �
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3. rozszerzenia skończone.

Definicja 3.1. Rozszerzenie K ⊆ L nazywamy skończonym, gdy jego stopień [L : K] jest
skończony.

Przykład 3.2. Rozszerzenie R ⊆ C jest skończone bo:

[R : C] = 2.

Twierdzenie 3.3. Każde rozszerzenie skończone jest algebraiczne.

Dowód. Niech K ⊆ L rozszerzenie skończone oraz niech a ∈ L. Wtedy

[K(a) : K] ¬ [L : K] <∞,
ponieważ K(a) jest podprzestrzenią liniową przestrzeni liniowej L. Na mocy poprzedniego
twierdzenia element a jest algebraiczny, więc rozszerzenie K ⊆ L jest algebraiczne. �

Twierdzenie 3.4. Niech K ⊆ K1 ⊆ K2 ciała. Rozszerzenie K ⊆ K2 jest skończone wtedy i
tylko wtedy gdy skończone są oba rozszerzenia K ⊆ K1 i K1 ⊆ K2.

Dowód. (→) To że rozszerzenie K ⊆ K2 jest skończone oznacza, że wymiar przestrzeni liniowej
K2 nad ciałem K wynosi n dla pewnej liczby naturalnej n. Czyli istnieją a1, a2, . . . , an elementy
K2 takie że dla dowolnego b ∈ K2 istnieją k1, k2, . . . kn takie że, b =

∑
ki · ai. Ale ki są także

elementami ciała K1 więc wymiar przestrzeni K2 nad ciałem K1 jest nie większy niż n więc
także skończony.

Wymiar podprzestrzeni K1 jest mniejszy od wymiaru przestrzeni K2, zatem także skończo-
ny.

(←) Niech K ⊆ K1 i K1 ⊆ K2 rozszerzenia skończone, [K2 : K1] = n i K1 : K] = m. Niech
{a1, a2, . . . , an} baza K2 nad K1 i {b1, b2, . . . , bn} baza K1 nad K. Wtedy (ai · bj)i¬n,j¬m baza
K2 nad K. Zatem zachodzi [K2 : K] = mn i rozszerzenie jest skończone. �

Przykład 3.5. Niech a ∈ C pierwiastek wielomianu
√

2 + 2
√

3x+ 3 5
√

7x3 + 2 3
√

7x5

Istnieje wielomian f(x) o współczynnikach całkowitych taki że, f(a) = 0.

Wniosek 3.6. Niech K ⊆ L ciała.
Zbiór Kalg(L) = {a ∈ L : a jest elementem algebraicznym nad K} jest podciałem ciała L.

Dowód. Niech a, b ∈ Kalg(L), należy pokazać, że a− b, a · b, a−1 ∈ Kalg(L). Rozważmy K(a, b)
podciało ciała L zawierające K i elementy a, b. Ponieważ a jest elementem algebraicznym
nad K to K ⊆ K(a) jest rozszerzeniem skończonym. Również rozszerzenie K(a) ⊆ K(a, b) =
(K(a))(b) jest skończone. Na mocy poprzedniego twierdzenia rozszerzenie K ⊆ K(a, b) jest
skończone, więc algebraiczne. Zatem jego elementy a − b, a · b, a−1 ∈ Kalg(L) są algebraiczne
nad K. �

Definicja 3.7. Niech K ⊆ L ciała i L ciało algebraicznie domknięte. Kalg(L) nazywamy
algebraicznym domknięciem ciała K w ciele L.

Kolejne twierdzenie pokazuje że, algebraiczne domknięcie ciała K zależy jedynie od ciała
K i nazywamy je algebraicznym domknięciem ciała K. Algebraiczne domknięcie oznaczamy
K̄.

Twierdzenie 3.8. Niech K ⊆ L,L′ ciała, gdzie L i L′ ciała algebraiczne domknięcie. Wtedy
ciała Kalg(L) Kalg(L′) są izomorficzne.
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